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Cap. 2 — Problemas de Otimizagao Combinatdria - Roteamento

Problemas de roteamento nos nodos

> VRP
» Modelos — Casos Orientado e ndo Orientado
> RelaxagBes

> Heuristica

> Solver/Excel P. Toth & D. Vigo (2014)
Vehicle Routing Problems, Methods, and Application
2"d ed., MOS-SIAM Series on Optimization, Philadelphia
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Node Routing Problems (NRP)

Traveling Salesman Problem
(Problema do Caixeiro Viajante)

Vehicle Routing Problem Capacitated VRP

e 1 veiculo * 1/Kveiculos de capacidade
limitada

* 1 caixeiro

* Cidade de partida/chegada

e Visitar n cidades em tempo
total minimo

e Garagemde
partida/chegada

* Garagem de partida/chegada

* Satisfazer procura/oferta de
n clientes em tempo total
minimo

e Visitar n clientes em
tempo total minimo
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VRP - Componentes Basicas

» Caracteristicas da frota de veiculos

» CondigBes de transporte

» Requisitos dos clientes — como podem ser satisfeitos

» Conceito de rota admissivel

» Especificidades das rotas

» Dados a considerar — que custos e/ou proveitos; tempos; ofertas/procuras
» Horizonte de planeamento

» Sistemas dindmicos — comunicagdo constante condutor/planeamento
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VRP - Curiosidades

» 1959 — Dantzig & Ramser — The Truck Dispaching Problem
Management Science, Vol. 6, pp. 80-91

» Distribuicdo de gasolina
» 12 modelo matematico

» 12 Heuristica

» 1964 — Clarke & Wright — Scheduling of vehicles from a central depot to a
number of delivery points

Operations Research, Vol. 12, pp. 568-581

» Savings Heuristic — greedy

»  Grupos de Investigadores
»  USA-Transportation Science and Logistics society
»  Europa— VeRolLog — Vehicle Routing and Logistics Optimization (www.verolog.eu)
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VRP - caracteristicas

Capacitated VRP

-
Gilbert Laporte
» Garagem de partida/chegada — depdsito HEC Montréal

» Veiculos de capacidade limitada

» Satisfazer procura/oferta de n clientes em tempo (custo; distancia; ...) total minimo

» Decidindo:

» que veiculo deve satisfazer que clientes
&
» qual a sequéncia de clientes a visitar por cada veiculo

» VRP - Componentes bdsicas Identificar — requisitos da procura

Em geral, NP-dificeis !
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Capacitated VRP (CVRP) -Notacao

» N =1{1,2,..,n} - Clientes
» V = N U{0}; 0-depdsito
» Grafo:
» G = (V,E)—Ngo Orientado ({i,j} € E) (grafo completo: |E| = M"TH))
ou
» G = (V,A)-Orientado ((i,)) € A) (grafo completo: |A| = n(n + 1))
» K=A{1,..,IK|} (IK| = 1) veiculos homogéneos de capacidade limitada
» Q > 0 - capacidade de cada veiculo
> c;; —custo (distancia; tempo;...) da ligagdo (i, j)
» q; —procura/oferta do cliente i € N
» &% (i) —n2de arcos a sair de i (grau externo); §~ (i) —n2 de arcos a entrar (grau interno) em i € V
» 8%(S)-n2dearcosasairdeS cV; §7(S)—n2dearcosaentrarem ScV
» 6(i) —n2de arestas incidentes (grau) em i € V; 6(S) —n2 de arestas incidentesem S c V
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Capacitated VRP (CVRP) - Notacao

» Rota - sequéncia de vértices, com inicio e fim no depdsito, r = (0, iy, i, ..., is, 0)

que visita um subconjunto de clientes, S = {ij, iy, ...,is} S N

» Arota r é admissivel:

» se a procura dos clientes visitados, S, ndo excede a capacidade do veiculo, ou
seja, se () = Yiesq: < Q

ese

» nenhum cliente é visitado mais de uma vez

> SA para o CVRP - |K| rotas admissiveis, uma para cada veiculo k € K

> Asrotasry, 1y, ..., T|g| € 0s correspondentes conjuntos de clientes Sy, Sy, ..., Sik|
representam uma SA para o CVRP se todas as rotas forem admissiveis e se

51,82, ..., S|k| representarem uma particdo de N
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CVRP - Resolugao

> Tarefas interligadas para identificar uma SA para o CVRP:
> Identificar uma parti¢cdo do conjunto de clientes N em |K| subconjuntos

> |dentificar uma rota admissivel que sirva cada um dos subconjuntos de

clientes - TSP

> Se resolvidas em separado nio podemos garantir a otimalidade da solucdo!
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CVRP - Modelos - CO

» Dados: G = (V, A); Cijs qis K; Q; G. Laporte, H. Mercure, Y. Nobert,
1986

1 selveiculoviajadei € V paraj€eV An exact algorithm for the

0 c.c assymetrical capacitated VRP
Networks, Vol. 16, pp. 33-46

> Variaveis: x;; = {

> Modelo: I |A| = n(n + 1) variaveis! I

RP1) mi X
(VRP1) min Z €ij Xij Minimizagdo do custo total

(i,))eA

xij=1 VieN Sai 1 vez de cada cliente i
jest(@

xxi=1 VIieEN Chega 1 vez a cada cliente i
kes—(i)

S.a X = K| Sdo usados os |K| veiculos
jest(0)
q(S) Restrigdes de eliminagdo de
o> |22 c

Xij = Q VSEN,S#0 subcircuitos ilegais & capacidade

jes*(s)
Xij € {0,1} V(L,_]) €A
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VRP - Modelos - CO - exemplo 4

Considere a matriz de custos seguinte relativa a um problema de roteamento nos nodos

Dep Cc1 (o) c3 c4 C5 Cé c7
Dep = 20 55 50 40 15 30 40
Cc1 25 = 40 20 50 25 15 50
c2 60 35 = 50 20 30 40 10
c3 35 30 45 = 20 50 60 35
c4 25 40 35 30 = 50 60 20
cs 30 35 10 60 35 = 80 20
6 45 20 35 50 70 45 = 25
Cc7 60 B5) 25 40 30 60 50 -

Em que dispde de veiculos com 80 de capacidade e as procuras dos clientes sdo:

(cil c2 c c4 €5 c6 Cc7
Procuras 45 50 30 20 25 85 30

a) Utilize o Solver para obter a solugdo do problema relaxado em que ndo se consideram as
restricdes de eliminagdo de subcircuitos ilegais.

b) Introduza restrigdes na resolugdo de a) para tentar melhorar o valor do minorante, caso possivel.
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CVRP - Modelos - CNO

> Dados: G = (V,E); cij; qi; K; Q; G. Laporte, Y. Nobert, M.
Desrochers 1985
> Varidveis: x.. = {1 se 1 veiculo viajaentrei e VejeV Optimal routing under capacity
Y 0 cc and distance restrictions
|E| = nn+1) variaveis! Op. Res., Vol. 33, pp. 1050-1073
» Modelo:
(VRP2) min Z Cij Xij Minimizagdo do custo total
{L.j}EE
xijj=2 VieN 2 arestas incidentes em cada cliente i
jes®)
Xoj = 2|K| Os | K| veiculos partem e chegam ao depésito
s.a: &0
> 9 q(S) VSCNS%0 Restri¢des de eliminagdo de subcircuitos
e Q - ilegais & capacidade
e€s(S)
Xij € {0,1} V{l,]} €EE
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VRP - Modelos - CNO - exemplo 5

Considere a matriz de custos seguinte relativa a um problema de roteamento nos nodos

Dep Cc1 (o) c3 c4 C5 Cé c7
Dep = 20 55 50 40 15 30 40
Cc1 = 40 20 50 25 15 50
Cc2 = 50 20 30 40 10
c3 = 20 50 60 35
c4 = 50 60 20
cs = 80 20

6 = 25
Cc7 -

Em que dispde de veiculos com 80 de capacidade e as procuras dos clientes sdo:

(cil c2 c c4 €5 c6 Cc7
Procuras 45 50 30 20 25 85 30

a) Utilize o Solver para obter a solugdo do problema relaxado em que ndo se consideram as
restricdes de eliminagdo de subcircuitos ilegais.

b) Introduza restrigdes na resolugdo de a) para tentar melhorar o valor do minorante, caso possivel.
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CVRP - Modelos

> Técnicas para lidar com as restri¢des de quebra de subcircuitos (em n2
exponencial):

» RelaxagBes — eliminando todas ou parte destas restriges, que podem

depois ir sendo inseridas — Branch-and-Cut!

» Recorrendo a novas variaveis & restrigdes — caso orientado — MTZ-model

D.L. Miller, AW. Tucker, R.A. Zemlin, 1960

Integer programming formulations for the TSP

Journal of the ACM, Vol. 7, pp. 326-329
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CVRP - Modelos - CO

» Restri¢des de eliminagdo de subcircuitos ilegais & capacidade:

as)

xij > [ (2 VS c AJ,S +* ¢
JEST(S)

D.L. Miller, AW. Tucker, R.A. Zemlin,
1960

» Novas Varidveis: U; — procura ja satisfeita quando o veiculo chegaa i € N
> Quebra de Subcircuitos ilegais: u; —u; + Qx;; < Q —q; V(i,j) € A(N)

» Capacidade: ¢q; <u; <Q VieN
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CVRP - Modelos - CO

» Modelo: MTZ

(VRPMTZ) min Z Cij Xij Minimizag&o do custo total

(i,j)eA
xj=1 VieN Sai 1 vez de cada cliente i

jEST (D)
x;=1 VieN Chega 1 vez a cada cliente i

jes—(®

s.a: Z xo; = K| S&o usados os |K| veiculos
jest(0)
w—w+Qx; <Q—q; V(i j)EAN) Eliminacdo de subcircuitos ilegais
G<u<Q ViEN Capacidade
Xij € {0,1} V(L,]) EA

I n(n + 2) variaveis I I n(n + 5) + 1 restricdes I
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VRP - Modelos - CO - exemplo 4

Considere de novo o exemplo 4:

a) Formule o problema utilizando as restricdes MTZ para eliminagdo dos

subcircuitos ilegais

b) Compare os valores dos problemas resolvidos anteriormente com o de a)
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CVRP - Modelos - CO

Problema dos modelos anteriores:

» Pode ser dificil identificar o servigo de cada veiculo!

> Modelos com variaveis de 3 indices!

B.L. Golden, T.L. Magnanti, H.Q. Nguyen, 1977

Implementing VR algorithms

Networks, Vol. 7, pp. 113-148

Bruce L. Golden Tom L. Magnanti
Univ. Maryland MIT
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CVRP - Modelos - CO

Modelos de 3 indices I Golden, Magnanti, Nguyen, 1977 I

» Variaveis:

> xk = {1 se oveiculo k viajadei € V paraj €V
Y0 cc

> yk = {1 se o veiculo k visitai € V
¢ 0 cc

> u{‘ - (minorante da) procura servida pelo veiculo k até chegarai € N

I |K|[n(n + 3) + 1] variaveis I
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CVRP - Modelos - CO

K|
. k 3 indices com
(VRP3) min Z Z Cij Xij Minimizag&o do custo total restrices MTZ
k=1(i,j)EA
k _ k _ i .
Xij Z X =0 VieN;vkek cada k entra e sai de i = n2 de vezes
jES*T® jes—(®
k _
Xp; =1 vk € K cada k sai 1 vez do depdsito
jes*(0)
k _ ok i .
Xij = Vi VieN;Vk €K cada k, se sai de i visita i
jES*T®
s.a: Z x]% =yk Vk €K cada k regressa ao depdsito
jes—(0)
k _ .
X =1 ViEN garantir os servicos
k€EK jEST(i)
uf — u]k + Qxlkj <Q-q; Y(i,j))EAVKkEK eliminacio de subcircuitos ilegais
g <uF<q Vi€ N;Vk €K capacidade
xfs €{0,1} v(i,j) € A;Vk €K —
Y € (01} VieN;vk € K I |K|[n(n + 5) + 2] + n restrigdes I

10



29-10-2019

SB0
SCHOOL OF
ECONOMICS &
MANAGEMEN

INIVERSIDADE CE LiS00)

VRP - Modelos - CO - exemplo 4

Considere de novo o exemplo 4:

Formule o problema utilizando as restricées MTZ para eliminagdo dos
subcircuitos ilegais e a formulagdo de 3 indices, recorrendo a veiculos com

capacidade igual a 150.
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CVRP - Heuristicas Construtivas

> Greedy

» Cluster 15t — Route 2"
> ldentificar uma particdo do conjunto de clientes N em |K| subconjuntos

» ldentificar uma rota admissivel que sirva cada um dos subconjuntos de clientes -

TSP

> Route 1%t — Cluster 2nd

» ldentificar uma rota que inclua todos os clientes sem considerar as restri¢des de
capacidade

> Dividir a rota identificada em | K| subrotas, uma para cada veiculo
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VRP - Savings Algorithm - Clarke & Wright

» H.de Savings - Greedy:

Clarke, G. & Wright, J.W., 1964
Scheduling of Vehicles from a Central
Depot to a Number of Delivery Points

Op. Res., Vol. 12, pp. 568-581

Passo 0: Inicializagdo:

Considerar que cada cliente é servido isolado, ou seja, uma rota por cada cliente

Passo 1: Calcular o saving de juntar cada par de clientes por: s;; = Cjg + Coj — Cjj

Passo 2: Ordenar os savings por ordem decrescente numa lista L

Passo 3: Selecionar as rotas associada a jungdo de maior saving (12 da lista L)

Se a jungdo das rotas identificadas for possivel (Q),
» juntar as rotas respetivas

» Atualizar L; recalculando os savings necessarios da jungdo de rotas

» Voltara?2
C.c., retirar a jungdo de L

Passo4: Se ainda hd savings positivos em L, voltar a 2

c.c. FIM
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VRP - exemplo 5

Considere de novo o exemplo 5.
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a) Utilizando a heuristica de savings identifique uma SA.

b) Compare os valores dos problemas resolvidos anteriormente com o de a)
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VRP - SOLVER

> Excel Add-in

» VRP_Spreadsheet_Solver v3.01 — Exemplo Lisboa!

G Erdogan, 2017
An open source Spreadsheet Solver for VRPs

Comp. & Operations Research, Vol. 84, pp. 62-72
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VRP - Trabalho

Proponha um enunciado para um problema de VRP, recorrendo a uma instancia com

pelo menos 7 clientes e 2 veiculos.
a) Utilize um algoritmo para obter uma SA.

b) Proponha um modelo para o problema, recorrendo a variaveis com dois indices, e
uma sua relaxagao. Com base na relaxagao proposta determine um minorante

para o problema.

c) Introduza um corte na relaxagao proposta para tentar melhorar o valor do

minorante.

d) Utilizando o modelo de trés indices e as restricoes MTZ, para impedir subcircuitos
ilegais, resolva o problema.
e) Utilize o VRP Solver para obter uma solugao e compare-a com as geradas nas

alineas anteriores.
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